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The DOA estimation performance of the rank reduction estimator(RARE) in the case of finite samples was 

studied. Based on the perturbation theorem associated with the orthogonal projection matrix of the signal (or noise) sub-

space, the first-order and second-order formulas for the DOA estimation errors of the RARE wer  derived. Then, the 

closed-form expressions for mean square error (MSE), bias and direction finding (DF) success probability of the RARE 

were presented. A variety of numerical experiments concerning some important RARE are conducted to verify the theo-

retical analys is.
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：首先从理论上分析有限采样影响下秩减估计器的波达方向估计性能，然后基于信号 或噪声 子空间的正

交投影矩阵扰动定理，分别推导秩减估计器方位估计偏差的一阶和二阶闭式表达式，在此基础上给出其方位估计

均方误差、偏置以及测向成功概率的理论计算公式，最后针对若干重要的秩减估计器给出数值实验，实验结果验

证了所提理论推导的有效性。

：秩减估计器； 算法；有限采样；均方误差；偏置；成功概率

： ： ：

众所周知，阵列误差自校正方法需要将信源波

达方向 和阵列误差参数

根据某种准则进行联合估计或联合优化 ，其中

联合估计所涉及到的高维、多模非线性优化问题往

往会带来庞大的运算量，从而使得算法的实时性和

顽健性较差，全局收敛性也难以得到保证。为了克

服阵列误差自校正方法中存在上述问题，一类所谓

“秩减估计器 ”

引起了国内外学者的广泛关注，其主要优势在于能

够实现阵列误差参数和信源方位的联合且“去耦

合”估计，可避免迭代运算和局部收敛等问题。例

如，文献 分别针对均匀线阵和均匀圆阵互耦矩

阵的特殊结构 结构 ，提出了互耦自校正

；文献 分别针对 字型阵、 字型阵、

十字型阵、均匀六边形阵和圆环阵的互耦矩阵特

性，提出了相应的互耦自校正 ；文献 提

出了累量域互耦自校正 ；文献 利用精确

校正的辅助阵元提出了一种可用于校正“方位依

赖”幅相误差的 ，该方法也称为辅助阵元法

， ；文献 提

出了多子阵部分阵列误差的自校正 ，其中的

阵列误差包括子阵与子阵之间的阵元位置误差或

： ； ：
：国家自然科学基金资助项目（ ）；信息工程学院未来发展基金资助项目（ ）

；

有限采样影响下秩减估计器的波达方向估计性能分析

摘  要

关键词

中图分类号 文献标识码 文章编号

引言

收稿日期 修回日期
基金项目

王鼎，姚晖，吴瑛

Direction-of-arrival estimation performance analysis of the
rank reduction estimator in the presence of finite samples

Abstract: 

Key words: 

1

Foundation Items: 



· · 通 信 学 报 第 卷

幅相误差等；文献 则提出了多子阵互耦自校正

等。上述一系列 都能够在一定条件下

取得较好的效果，并且能够有效避免阵列误差自校

正方法中的一些缺点。

根据文献 中的讨论可知， 可以看

成是 算法 的一种推广，或者说

算法是 在没有阵列误差条件下的一种特殊形

式。由于 算法是一种最为重要的 估计

算法，所以关于其方位估计性能的理论研究报道相

对较多，例如，文献 利用一阶误差分析方法

推导了有限采样影响下 算法的方位估计均

方误差；文献 利用二阶误差分析方法推导了

有限采样影响下 算法的方位估计偏置等。

由于 是 算法的一种推广，鉴于其在

阵列误差自校正方法中的重要性，笔者已在文献

中从不同方面推导了其性能，其中包括未预

期模型误差影响下 的角度分辨性能 和

估计性能 ，以及有限采样影响下 的

角度分辨性能 。为了保证研究工作的系统性和完

整性，本文将从理论上分析有限采样影响下

的 估计性能。与文献 中的分析方法不

同的是，本文将基于文献 给出的信号 或噪声

子空间正交投影矩阵的扰动定理，分别推导了

的方位估计均方误差、偏置以及测向成功概

率的理论表达式，并针对文献 中的均匀阵列互

耦自校正 和文献 中的辅助阵元法给出数

值实验。

在讨论主题前，这里先给出一些文中常用符号
的定义： 表示矩阵的 积； 表

示矩阵向量化算子； 表示均值 向量 为

，方差 矩阵 为 的 维高斯分布， 表示

自由度为 ，非中心参数为 的卡方分布； 向量
或标量 、 和 分别表示向量 或标

量 对 求一阶、二阶和三阶导数； 表

示 的高阶无穷小，而 表示 的等价无穷小。

为了描述文中理论推导，本节将引出若干预备

命题，它们对于文中的理论分析起着重要的作用。

设实随机变量 ，则其特

征函数为

引理 的证明见文献 。
设 维实随机向量 ，令

为对称矩阵，并且满足 ，假设

的 个非零特征值分别为 ，相应的

单位正交特征向量分别为 ，则高斯随机

向量二次型 的特征函数为

其中， 。

命题 的证明见附录 。

记两组 维函数向量为 和

，现有 阶 常量矩阵 ，并且

该矩阵受误差扰动后可得
，其中， 为一阶 扰动矩阵，

而 表示高阶 大于 阶 扰动矩阵，分

别定义二 次标量函 数

和

，若记

，其中， 为一阶扰动量，而

仍表示高阶 大于 阶 扰动量，则有

进一步可得

命题 的证明见附录 。

记两组 维函数向量为 和

，现有 阶 常量矩阵 ，并且

该矩阵受误差扰动后可得
，其中， 和 分
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别为一阶和二阶 扰动矩阵，而 表示高

阶 大于 阶 扰动矩阵，分别定义二次标量函数

，

和

，若记 ，其

中， 和 分别为一阶和二阶

扰动量，而 仍表示高阶 大于 阶 扰动量，

则有

进一步可得

，

命题 的证明见附录 。

假设某阵列含有 个阵元，现在阵列远场处有

个非相干的窄带信源以平面波的方式入射，则阵

列的输出响应为

其中， 表示空时白的复圆高斯噪声；

为信源复包络，其

中， 表示第 个信源的复包络，这里假设它服

从时域白的复圆高斯分布，并且与噪声 统计独

立； 为阵列

方向矩阵，其中， 表示阵列流型向量，为了

能够利用 进行方位估计，它需要满足

其中， 表示仅与方位 有关的矩阵

函 数 ， 这 里 将 其 按 列 分 块 表 示 为

，而 表示包

含阵列误差参数 的列向量。

根据式 可知阵列协方差阵为

其中， 为无噪条件下的阵列协方差阵，

为信源协方差阵 当信源统计独

立时，是对角矩阵；当信源统计相关但不相干时，

是正定矩阵， 表示噪声功率。现对矩阵 进行特

征分解，其特征值按照由大到小的顺序可假设为

≥ ≥ ≥

若令上述 个大特征值对应的单位正交特征
向量分别为 ，并记 ，

则理想条件下信号子空间和噪声子空间的正交投

影矩阵分别为 和 ，相应地

空域谱为

其中， 。在参数满足一

定条件下 ，信源方位可由下式精确获得

在实际计算中，由式 确定的理想协方差阵是

无法得到的，只能通过有限采样获得它的一致 最大

似然 估计值 ，其中 为样

本点数。若对 进行特征分解，则仍可得到 个较

大特征值，假设它们对应的单位正交特征向量分别

为 ，并记 ，则有
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限采样影响下信号子空间和噪声子空间的正交投

影矩阵分别为 和 ，相对

应的 空域谱为

其中， 。此时，信源

的方位估计值可由下式获得

由于有限采样的影响， 所获得的信源方

位估计值 与真实值 之间必然产生一定

偏差，本文则将推导该偏差的闭式表达式，从而进

一步获得 的方位估计均方误差、偏置以及测

向成功概率这 个性能参数的理论公式。

设由矩阵 特征分解得到信号子空

间和噪声子空间的正交投影矩阵分别为 和 ，

则有

其中，

其中， 。

定理 的证明见文献 ，它实质上给出了阵

列协方差阵扰动量与信号 或噪声 子空间正交投影

矩阵扰动量之间的闭式关系，并且不难证明式

中的 是关于协方差阵扰动量 的 次矩阵函

数，因此也可以看成是 阶扰动量，又因为

，所以有 。为了对

的方位估计性能进行定量分析，本文首先基

于定理 给出方位估计偏差与协方差阵扰动量之间

的显式关系。然而，方位估计偏差可由不同阶数

的误差扰动量累加构成，当推导方位估计均方误

差时，通常采用一阶误差分析方法 得到方位

估计偏差的一阶扰动量 ，它可表示为

，而相应的均方误差又可表示为

，但一阶扰动量的均值为零，所

以一阶误差分析方法难以获得方位估计偏置的闭

式表示。为了得到方位估计偏置的表达式，必须采

用二阶误差分析方法 推导方位估计偏差的二

阶扰动量 ，它可表示为 ，而相应

的偏置又可表示为 。

为了便于理论分析，这里需要给出关于正交投

影矩阵一阶和二阶扰动量的统计特性。首先推导一

阶扰动量 的二阶统计特性，根据文献 可知

矩阵 中的元素服从联合渐近高斯分布，并且满足

若令 ，并分别记 和

，则有

，

，

于是有

再令 ，则根据式 以及矩阵恒等式

可得

结合式 可知其二阶统计量为

其中， ，

式 的成立还利用了性质 。

接着推导二阶扰动量 的一阶统计特性，根
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性能分析

正交投影矩阵的扰动分析及其统计特性
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据式 可给出 的闭式表示为

根据式 可得等式

基于此可进一步得

式 和式 分别对于推导 的方位估

计均方误差和偏置起着重要作用。

本节将推导 的方位估计均方误差。记

根据矩阵行列式的定义可知 的空域

谱为

式中 表示排列 的逆序

数，而累加号 表示对 的一切排列

求和，它共有 项构成。根据式 可推得

这里考虑第 个信源的方位估计，设 是对应

真实方位 的估计值，其一阶扰动量为 ，则有

根据命题 可推得

，

，

容易验证，式 中等号右边第一项即为

，而第二项 的系数即为 ，再结合式

可得

，

其中， ， 和 的表

达式分别为

而 的表达式为
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式中 和 分别表

示矩阵 的第 列向量对 求一阶

和二阶导数， 表示矩阵

的第 和 列向量对 求一阶导

数，而矩阵 按列分块表示为

此外， 是满足式 的标量函数：

根据式 和式 可得第 个信源的方位估

计均方误差为

为了便于 节中推导 的整体测向成功

概率，这里还需要给出 的方位估计方差阵，

不 妨 记 方位 估计 偏 差的 一 阶扰 动向 量 为

，令 ，

则可得 的方位估计方差阵为

另一方面，根据式 可知 是 的线性函数，

由于 中的元素服从渐近高斯分布，所以 也服从

渐近高斯分布，并满足 ，这一性质对

于推导 的测向成功概率起着重要作用。

本节将推导 的方位估计偏置。考虑第

个信源的方位估计，设 是对应于真实方位 的

估计值，其二阶扰动量为 ，则有

根据命题 和一些代数推导可得

，

， ， ，
，

， ， ， ，

， ， ， ，

， ，

结合式 和式 可得
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式中， ，其中， ，

和 ，而 、 、 、 和 的表达式分别为

， ， ，

而 的表达式为

，

其中， 表示矩阵 的第 列向量对 求三阶导数， 表示矩

阵 第 列向量对 求一阶导数，第 列向量对 求二阶导数。

根据式 和式 可得第 个信源的方位估计偏置为

其中， ，而 和 的表达式分别为

若记 ，则 即为 的方位估计偏置向量。
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除了方位估计均方误差和偏置外，测向成功概

率也是超分辨率谱估计算法的一项重要性能指标，

然而相关的理论研究报道并不多见，笔者曾在文献

中推导了模型误差影响下 算法测向成

功概率的计算公式，此外，还在文献 中推导了

未预期模型误差影响下 的测向成功概率的计

算公式，而本节则将基于文献 和文献 中的分

析方法推导有限采样影响下 的测向成功概

率。所不同的是，文献 和文献 中并未考虑方

位估计偏置，而本文考虑了偏置的影响。

在推导 的测向成功概率之前，需要首先

确定 方位估计偏差的分布特性，根据前面的

讨论可知其一阶扰动量服从渐近高斯分布，但其二

阶扰动量的概率分布则很难严格推导。文献

在推导高斯模型误差影响下 算法的角度分

辨概率和方位估计统计特性时，根据李雅普诺夫中

心极限定理认为由模型误差二次项构成的分量也

近似服从高斯分布，因此 算法的空域谱及

其方位估计偏差也可近似认为服从高斯分布。事实

上，在有限采样影响下，方位估计偏差的一阶项仍

占据主导地位，而二阶项的讨论可类似于文献

中的分析方法，于是这里不妨将 的方

位估计偏差也近似看作为服从渐近高斯分布，并且

其方差阵为 由一阶误差分析方法获得 ，而均值
向量为 由二阶误差分析方法获得 ，即其方位估

计偏差向量满足 。需要指出的是，文

献 在推导有限采样影响下 算法的角度

分辨概率时也曾做过类似的近似假设，于是能够将

角度分辨概率的计算转化为高斯概率密度函数的

积分运算，其中的仿真实验也验证了其合理性，而

本文第 节的仿真实验也将验证上述高斯假设的有

效性。本文在明确 方位估计偏差分布特性的

基础上，下面将采用文献 和文献 中给出的关

于“测向成功”的定义方式，分别推导针对单个信

源和针对整体的测向成功概率。

对于第 个信源，若满足条件

“ ≤ ”，则认为是“测向成功”。

定义 中的 表示角度误差容限，根据前面
的讨论可近似认为 ，于是第 个

信源的测向成功概率为

≤

其中， ，其数值可查表获得。

若满足条件“
≤ ≤

≤ ”，

则认为是“第一类整体测向成功”。

显然，为了计算第一类整体测向成功概率需要
明确 个信源方位估计偏差 , , , 的联合概

率密度函数，根据前面的分析可知随机向量 的概

率密度函数可近似表示为

于是第一类整体测向成功概率为

≤ ≤
≤

式 实质上是立方体上的高维积分问题，它

可通过数值积分的方法获得其数值解。

若满足条件“ ≤ ”，

则认为是“第二类整体测向成功”。

显然，第二类整体测向成功概率可表示为

≤ ，为了计算此概率，需要推导随

机变量 的分布函数。根据前面的讨论可将 近

似表示为 ，式中“ ”表示等式两边服从

相同的概率分布，而 ， ，于是

可得 ，即将 表示成关于高斯随机向

量 的二次型，为了计算 的分布函数，可利用

文献 中给出的关于随机变量分布函数和特征函

数关系的公式：

≤

其中， ，而 是 的特征函数，

它是计算整体测向成功概率的关键。假设矩阵 的
个非零特征值分别为 ，相应的单位
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正交特征向量分别为 ，则根据命题 可

得

其中， ，将式 代入式 中可进

一步得

≤

其中，

显然，式 中的积分只能通过数值计算的方

法获得其数值解，为了计算该数值解，还需要考虑

其中的积分函数在 和 时的数值。首先

根据洛必达法则容易验证

当 时，由于积分函数的分子有界，分母

将按照递增的方式趋于无穷大，因此该积分函数将以

较快的速度趋于零，于是在进行数值计算时，只需要

将积分上限设置为一个足够大的正数即可。至此，可

给出计算第二类整体测向成功概率的计算方法。

利用式 计算矩阵 ，根据式
计算向量 。

对 进行特征分解，从而获得其 个

特征值 和相应的单位正交特征向量 。

根据特征向量计算标量因子

。

利用数值积分的方法计算式 。

至此，本节已经给出了针对单个信源的测向成

功概率和两类整体测向成功概率的计算方法，而根

据文献 和文献 中的讨论可知： 第一类整体

测向成功概率一定不大于单个信源的测向成功概

率； 第一类整体测向成功概率必然小于第二类整

体测向成功概率，这些结论由它们的定义方式所决

定。下面将通过一系列仿真实验验证文中理论推导

的有效性。

这里先做以下几点说明： 下面是针对文献

提出的均匀阵列互耦自校正 和文献 提出

的辅助阵元法给出的数值实验； 尽管 算

法也是一种特殊的 ，但在下文的数值实验中

都同时给出了 和 算法的性能曲线，

并且若不做特殊说明，下文的 算法是在不

存在任何阵列误差的条件下进行的； 计算测向成

功概率的误差容限 均设为 ； 文中所有仿真

图中的连续曲线都是理论预测值，即根据文中的理

论推导计算所得，而离散点都是仿真实验值 次

独立实验统计结果 。

本节将针对文献 提出的均匀圆阵互耦自

校正 给出数值实验，假设阵列流型为八元

均匀圆阵，并且相邻 个阵元之间产生互耦效应，

即文中的 ，其互耦因子分别为 、

和 ，现仅有单个信源到达该阵列，信

源方位为 。首先，固定半径波长比为 ，图

分别给出了 和 算法的方位估计均

方根误差、偏置以及测向成功概率随着信噪比的

变化曲线；接着，固定信噪比为 ，图 分别

给出了 和 算法的方位估计均方根

误差、偏置以及测向成功概率随着半径波长比的

变化曲线。

从图 和图 中可以得到如下结论： 在上述

数值实验条件下， 种性能参数的理论值和仿真实

验值能够较好地吻合，从而验证了文中理论推导的

有效性； 无论 还是 算法，它们的

方位估计精度都随着信噪比和采样点数的增大而

提高； 对于 算法而言，其方位估计精度

随着半径波长比的增大而提高，但对于 而言，

其方位估计精度的变化规律则复杂得多， 种性能

参数并不是简单地关于半径波长比的单调函数，在

上述数值实验条件下，当半径波长比从 增至

时， 的性能会迅速下降，而当半径波长比大

于 时， 的性能又会迅速提高，这一特性

由 复杂的空域谱函数所决定； 在上述数值
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实验条件下， 算法的方位估计偏置都接近于

零，然而 却并非如此，从图 中可以看出，

当半径波长比固定为 时，若信噪比低于 ，

就会存在偏置，而从图 中可以看出，当

信噪比固定 时， 会在半径波长比取值范

围为 之间产生一定偏置； 在上述数值实验条

件下， 算法的方位估计精度在绝大多数情况

下优于 ，但从图 中可以看出，当信噪比固

定 且半径波长比大于 时， 的方位估

计均方误差却略小于 算法。

方位估计均方根误差随信噪比的变化曲线

方位估计偏置随信噪比的变化曲线

测向成功概率随信噪比的变化曲线

图 方位估计均方根误差、方位估计偏置、
测向成功概率随信噪比的变化

方位估计均方根误差随半径波长比的变化曲线

方位估计偏置随半径波长比的变化曲线

测向成功概率随半径波长比的变化曲线

图 方位估计均方根误差、方位估计偏置、
测向成功概率随半径波长比的变化

这一结论似乎有悖于常理，但仔细分析则并非

如此。正如本节开头所指，文中的 算法是

在没有任何阵列误差的条件下进行的，在此处就是

指没有互耦效应，因此 和 算法所处

理的数据模型是不同的，所以在某些参数条件下

的方位估计均方误差反而小于 算法

是有可能出现的。事实上，若 与互耦存在的

已知的 算法进行比较，则根据信息论原理

可知前者的性能将始终低于后者，因为此时它们两

者所处理的数据模型是一样的，这里不妨将
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和互耦存在且已知的 算法进行比较，实验

条件同图 ，并将采样点数固定为 ，表 给

出了它们的方位估计均方根误差的理论数值，从表

中可以看出 的方位估计均方根误差始终大于

互耦存在的已知的 算法。

半径波长比
方位估计均方根误差

互耦存在且已知的 算法

本节首先针对文献 提出的均匀线阵互耦自

校正 给出数值实验，假设阵列流型为九元均

匀线阵，相邻阵元间距与波长比为 ，并且相邻

个阵元之间产生互耦效应，其互耦因子同上，现有

个等功率相关但不相干信源到达该阵列，它们的

相关系数为 ，信源方位 指与线阵夹角 分别

为 和 ，采样点数为 。图 分别给出了

和 算法的方位估计均方根误差、偏

置、针对单个信源的测向成功概率和整体测向成功

概率随着信噪比的变化曲线。

接着针对文献 提出的辅助阵元法给出数值实

验，假设阵列流型为六元均匀线阵，相邻阵元间距与

波长比为 ，其中前 个阵元为辅助阵元，即不存

在任何幅相误差，并且阵元的幅度因子均设为 ，相

位因子均设为 ，而后 个阵元存在方位依赖的幅相

误差，现有 个等功率相关但不相干信源到达该阵列，

它们的相关系数为 ，信源方位指与线阵夹角

分别为 和 ，并且后 个阵元对应信源 的幅

度因子为 和 ，相位因子为 和 ，

对应信源 的幅度因子为 和 ，相位因子为

和 ，采样点数仍设为 。图 分别给出

了 和 算法的方位估计均方根误差、偏

置、针对单个信源的测向成功概率和整体测向成功概

率随着信噪比的变化曲线。

方位估计均方根误差随信噪比的变化曲线

方位估计偏置随信噪比的变化曲线

针对个单信源的测向成功概率随信噪比的变化曲线

整体测向成功概率随信噪比的变化曲线

图 方位估计均方根误差、方位估计偏置、单信源的测向成功率、
整体测向成功率随信噪比的变化
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方位估计均方根误差随信噪比的变化曲线

方位估计偏置随信噪比的变化曲线

针对单信源的测向成功概率随信噪比的变化曲线

整体测向成功概率随信噪比的变化曲线

图 方位估计均方根误差、方位估计偏置、单信源的测向成功率、
整体测向成功率随信噪比的变化曲线

从图 和图 中可以得到如下结论： 在上述

数值实验条件下， 种性能参数的理论值和仿真实

验值仍能较好地吻合，从而进一步验证了文中理论

推导的有效性； 无论是 还是 算法，

它们的方位估计精度仍都随着信噪比的增大而提

高； 在上述数值实验条件下， 算法的方位

估计精度始终优于 ； 在上述数值实验条件

下，当信噪比较低时， 会产生一些偏置，然

而 算法的偏置则仍基本接近于零，只是在

图 中，当信噪比小于 时， 算法会

有约 的偏置，事实上，无论是 还是

算法，当参数条件往坏的方向发展时，它们

都会逐渐产生偏置，只是相比而言， 更容易

出现偏置； 第一类整体测向成功概率始终不会高

于单个信源的测向成功概率，并且第一类整体测向

成功概率始终小于第二类整体测向成功概率，这一

结论符合文献 和文献 中的分析结果。

最后，通过仿真实验反映信源相关系数对

性能的影响，第 个实验的仿真条件基本同

图 ，只是固定信噪比为 ，图 给出了

的方位估计均方根误差随着信源相关系数幅度因

子和相位因子的变化曲面。第 个实验的仿真条件

基本同图 ，固定信噪比仍为 ，图 给出了

的方位估计均方根误差随着信源相关系数幅

度因子和相位因子的变化曲面。

从图 和图 中不难看出：相关系数的相位因

子对 性能的影响非常小，但相关系数的幅度

因子对 的性能会产生一定影响，尤其当幅度

因子大于 时， 的性能会迅速恶化，这是

由于相关系数的幅度因子决定了两信源之间的相

关性，这一变化规律与 算法也是一致的 它

们都是基于子空间技术提出的算法 。

本文从理论上定量分析了有限采样影响下

的方位估计性能，基于文献 中给出的信号

或噪声 子空间正交投影矩阵的扰动定理，推导了

方位估计偏差的一阶和二阶扰动量，在此基础

上分别给出了其方位估计均方误差、偏置以及测向成

功概率的理论表达式。针对文献 中的均匀阵列互

耦自校正 和文献 中的辅助阵元法给出了数

值实验，仿真结果验证了理论推导的有效性。本文的

结论对于 的工程应用具有一定指导意义。
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附录 将对命题 进行简单证明。先对矩阵 进行特

征分解可得 ，于是有

,

其中， 。由于当 时，满足

，即 与 不相关，对于 个高斯随机变量

而言，不相关就意味着统计独立，于是式 中的

与 , 也可认为是相互统计独立。根据引理 可知

, 的特征函数为

，

又因为相互独立随机变量和的特征函数等于各自

特征函数的乘积，所以随机变量 的特征函数可由式

确定。

附录 将对命题 进行证明。先证明式 ，对向量

和 进行一阶 展开可得

式 可通过数学归纳法进行证明，当 时显然成

立，假设当 时结论成立，则当 时可得

信源 的方位估计均方根误差随着相关系数的变化曲面 信源 的方位估计均方根误差随着相关系数的变化曲面

图 第 个实验下，方位估计均方根误差随着相关系数的变化曲面

信源 的方位估计均方根误差随着相关系数的变化曲面 信源 的方位估计均方根误差随着相关系数的变化曲面

图 第 个实验下，方位估计均方根误差随着相关系数的变化曲面
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根据式 可知当 时式 成立，因此命题 成立。

附录 将对命题 进行证明。先证明式 ，对向量

和 进行二阶 展开可得

式 的证明过程类似于式 ，可通过数学归纳法进行

证明，鉴于篇幅考虑这里不再详细描述。

吴彪 陈辉 杨春华 基于 型阵列的方位估计及互耦自校正算法

研究 电子学报

吴彪 陈辉 胡晓琴 基于 型阵的互耦矩阵与 的同时估计

方法 通信学报
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